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Rownania Eulera-Lagrange’a

Rozwazmy uktad p punktow materialnych o wsp6trzednych
uogolnionych q; i zdefiniujmy lagranzian

L=K-U

gdzie:
@ [ —energia kinetyczna catego ukfadu
@ U/ — energia potencjalna catego uktadu

Ruch punktéw opisujg réwnania Eulera Lagrange’a

S(oey ok
dt\ag;) og 7
gdzie: Fg, — zewnetrzna sita uogélniona dziatajgca na i-ty

punkt.
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Przyktad 1: wahadto

M=3kg

Energia kinetyczna:

Energia potencjalna
U = Mgt (1 — cos(8))

gdzie: g = 10 m/s2.



Stad
L=K-U
= %Mﬁzéz — Mg¢(1 — cos())

= 662 — 60(1 — cos(f))

Dariusz Ucifiski Modelowanie uktadéw dynamicznych



Stad

L=K-U
= %Mﬁzéz — Mg¢(1 — cos())
= 662 — 60(1 — cos(f))

Roéwnanie Eulera-Lagrange’a przybiera postaé

d(“) _oL _
dt\ 90 00
skad )

120 4+ 60sin(6) =0
czyli

0 = —5sin(0)
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Przyktad 2: suwnica dZzwigowa

Wspdtrzedne $rodka ciezkosci obcigzenia:
Xm = X +sin(f), ym= —Lcos(0)

gdzie: x — odcieta Srodka ciezkosSci wozka.
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Suwnica dzwigowa

Ro6zniczkujgc otrzymujemy
Xm =X+ (0cos(h), ym=LOsin(0)
skad
N N
Vin = (Xm)” + (¥m)
‘ : 2 . 2
=[x+ thcos(9)|” + [¢dsin(6)]
= X% 4 (202 + 2x/6 cos()

i w konsekwencji

I RS R
IC_EmvvaéMx

M+m. 1 : >
= er X2 4 §m€292 + mex6 cos()
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Suwnica dzwigowa

Energia potencjalna wynika z sity przyciagania:

U = —mgl cos(0)
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Suwnica dzwigowa

Energia potencjalna wynika z sity przyciagania:
U = —mgl cos(0)

Lagranzian:

L= %(M + m)x? + %mﬁzéz + mix6 cos(0)

+ mgt cos(6)

Wspdtprzedne uogodlnione to 6(t) i x(t). Réwnania
Eulera-Lagrange’a przybierajg posta¢

$(92) 0
dt\ 90 06

¢ (08) 0L,
dt \ ox ox
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Suwnica dzwigowa

Po obliczeniach otrzymujemy

00 + X cos(#) = —gsin(0)
(M + m)x + mef cos(0) — me6?sin(h) = u(t)

Pytanie: Jak zapisa¢ warunki poczatkowe?
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Przyktad 3: Manipulator 6—r

Dariusz Ucifiski Modelowanie uktadéw dynamicznych



Manipulator 6—r

Ay

X
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Manipulator 6—r

Oznaczenia modelu punktowego:

@ my = 10 kg— masa zewnetrznego walca umiejscowiona w
jego srodku masy,

@ r; = 1 m— odlegto$¢ miedzy srodkiem masy
zewnetrznego walca i osig obrotu (jest stata)

@ m, = 3 kg— masa obcigzenia umejscowiona na koncu
ramienia teleskopowego

@ r— odlegtos¢ od punktowego obcigzenia do osi obrotu
(zmienna w czasie)

@ Ty — moment obrotowy przytozony w przegubie
obrotowym

@ F,—sita translacyjna w kierunku r
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Manipulator 6—r

Ro6zniczkujgc zaleznosci
Xq = ry cos(0)
y1 = rysin(6)
otrzymujemy
Xy = —rfsin(h)
¥4 = r10 cos(0)
Stad energia kinetyczna masy my wynosi

1 1 . )
K1 = 5m Vi = §m1(x12 +y2)

1 L .
= 5m [r1292 sin?(9) + r26? 0052(9)}

1 :
= 5m r2?
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Manipulator 6—r

Podobnie, dla masy my, mamy
Xo = rcos(6)
Y2 = rsin(6)
i, po zr6zniczkowaniu,
Xo = rcos(f) — ré sin()
Vo = Fsin(#) + rd cos(h)
Stad energia kinetyczna masy mo, wynosi

1 1 . .
Ko = §m2V22 = §m2(X22 +yZ)

= %mg{ [ cos(0) — résin(9)]? + [Fsin(d) + ré cos(e)]z}

= Sl 4 P47
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Manipulator 6—r

Catkowita energia kinetyczna:

K=Ki+Ks= %m1 r26% + %mg[i‘Z + r26?]
Energie potencjalne:
Uy = mygry sin(8), U = mogrsin(0)
skad catkowita energia potencjalna to
U =Uy + Uy = mygry sin(8) + mogr sin(0)
Lagranzian:
L=K-U

1 o0 1 5 1, | |
= 5m r26? + émgr2 + émgrzez — mygry sin(f) — magr sin(6)
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Manipulator 6—r

Roéwnania Eulera-Lagrange’a dla wspétrzednych 6 i r:

d /0L oL
dt(&é)_ae_ 0
(L) 2k,
dt \ or or T

Zapisane w postaci jawnej majg postac

myr20 + mpr?6 + 2mprid + g cos(0) [myry + mar] = Ty
Mo — Mpr6? + mpgsin(9) = F,
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Linearyzacja réwnan rézniczkowych

Rozwazmy wahadto

Sita styczna dziatajgca w kierunku potozenia rownowagi ma
posta¢ F = —mgsin(0).
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Linearyzacja réwnan rézniczkowych

Z |l zasady dynamiki Newtona
F = mth

wynika wigc rownanie
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Linearyzacja réwnan rézniczkowych

Z |l zasady dynamiki Newtona
F = mth
wynika wigc rownanie
6= —% sin()
Poniewaz dla matych wychylen sin(0) ~ 6, wiec
F = —mgsin(0) ~ —mg6
Stad wynika prostsze réwnanie liniowe

b= ¢
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Linearyzacja réwnan rézniczkowych
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slope = —mg

N\
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\
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Linearyzacja réwnan rézniczkowych

Z kolei, rozwazmy roéwnania ruchu suwnicy dzwigowej:
6 + x cos(f) = —gsin(f)
(M + m)x + mt {é cos(f) — ézsin(e)} = u(t)
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Linearyzacja réwnan rézniczkowych

Z kolei, rozwazmy roéwnania ruchu suwnicy dzwigowej:
6 + x cos(f) = —gsin(f)
(M + m)x + mt {é cos(f) — ézsin(é)} = u(t)

Dla matych wychyleh zachodzi jednak

sin(f) ~ 0
cos(f) ~ 1
6 cos(0) — 62 sin(h) = %[0 cos(e)} ~ 0
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Linearyzacja réwnan rézniczkowych

Z kolei, rozwazmy roéwnania ruchu suwnicy dzwigowej:
6 + x cos(f) = —gsin(f)
(M + m)x + mt {é cos(f) — ézsin(é)} = u(t)

Dla matych wychyleh zachodzi jednak

sin(f) ~ 0
cos(f) ~ 1
6 cos(0) — 62 sin(h) = %[0 cos(e)} ~ 0

Pozwala to je istotnie uproscic:

0+x=—gb
(M + m)x + mtd = u(t)
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