Uniwersytet Zielonogorski

Laboratorium Metod Numerycznych

Roéwnania nieliniowe

Zakres materiatu
e Zagadnienie izolacji réznych pierwiastkéw réwnan nieliniowych (tzw. bracketing).
e Algorytmy numerycznego szukania miejsc zerowych funkcji jednej zmiennej:

— metoda punktu ustalonego,

— metoda bisekcji,

— metoda Newtona-Raphsona (stycznych),
— metoda siecznych,

— metoda cieciw,

— metoda reguly falsi (falszywej pozycji).
Dla kazdego z w/w algorytméw nalezy zapoznaé sie z:

— zalozeniami wstepnymi poprawnego dzialtania,
— regula iteracyjna,

— warunkami jakosciowymi i iloSciowymi STOP-u,
— interpretacja graficzna,

— typem zbieznosci algorytmoéw.
e Pierwiastki wielokrotne.
e Metoda Newtona rozwigzywania ukltadéw wielu réwnan nieliniowych.

e Zapoznaé si¢ z zalaczonymi procedurami MATLAB-a rozwigzujacymi réwnania nieliniowe z zastosowaniem me-
tody Newtona (newton.m), bisekcji (bisect.m), falsi (falsi.m), cieciw (chord.m) oraz siecznych (secant.m).

Zadania

1. Korzystajac z metody Newtona znalezé przyblizenia nastepujacych wartosci
a) V2, b)VI0, V8 V13, e V20, £) V8O
Przyja¢ dokladnoéé e = 10~4. Wykonaé wykres szybkosci zbieznosci (liczby iteracji) w zaleznosci od dobranego
punktu startowego (punkt startowy zp zmienia¢ w przedziale [0, 50]).
Wskazéwka: o = {/c¢,c € Ry = « jest rozwiazaniem réwnania nieliniowego =™ — ¢ = 0.

2. Stosujac metode bisekcji (polowienia) rozwiazaé nastepujace réwnania:
a)x® —a2?—2—-1=0, b)x=e2% ¢)x=1+03cos(z),
d) (z —1)cos(z) = =2z, e)sinh(z)+e® =2, f) tanh(z) = —0,2sin(z —2),

Narysowaé¢ wykres btedu bezwzglednego osiaganego w kolejnych krokach metody. Nastepnie zbadaé zalezno$é
liczby potrzebnych iteracji od szerokosci przedzialu poszukiwan do osiagniecia zadanej dokladnoéci i zilustrowaé
ja wykresem. W tym celu przyja¢ doktadnoéé ¢ = 10~ i maksymalny przedzial poszukiwan réwny [a— 10, a+10],
gdzie « jest pierwiastkiem réwnania. Nastepnie sukcesywnie zmniejszaé przedzial poszukiwan.

3. Stosujac metody siecznych, cieciw oraz oraz reguty falsi wyznaczyc¢:

a) dodatni pierwiastek réwnania 23 + 22 —z =1

(
(b) pierwiastek réwnania 2z = 1+ 0.4 cos(z),

(d) ujemny pierwiastek réwnania z3 + 22 +x = 1

)
)
1
(¢) najmniejszy dodatni pierwiastek réwnania cos(z) = 5 + sin(x)
)
) x

(e) najmniejszy dodatni pierwiastek réwnania e™* = sin(x).



(f) najwiekszy pierwiastek réwnania cosh(z) — 2sin(z) = 0.

Zalozy¢ dokladnoéé rozwiazania na poziomie e = 1078, Poréwnaé skutecznoéé metod (wykres btedu w zaleznosci
od liczby iteracji).

Uwaga: dobra¢ odpowiedni przedzial poszukiwan zapewniajacy zbiezno$¢ metod oraz wystarczajaco ilustrujacy
roznice btedu w kolejnych iteracjach.

4. Zbadaé zaleznoéé¢ zbieznoéci do rozwigzania od punktu startowego dla metody Newtona i nastepujacych wielo-
mianéw:

a) p(r) = 120x* — 15423 + 7122 — 14z + 1

b) p(z) = 42° + 162* — 32° — 6122 — 162 + 60
¢) p(z) = z* — 1023 + 352% — 50z + 24

d) p(z) = 42* — 223 — 1622 + 22 + 12

e) p(r) = 250z + 27523 — 28522 — 1162 + 32
f) p(x) = 32° — 32t — 2423 + 2422 + 48z — 48

e Nakresli¢ wykres badanej funkcji i na jego podstawie okresli¢ punkty startowe do wyznaczania pierwiastkow
wielomianu.

e Znalez¢ zbidér S wszystkich rozwiazan rzeczywistych réwnania p(x) = 0.

e Napisaé krétki skrypt MATLAB-a wyznaczajacy tabele 500 rozwiazan dla punktéw startowych réwnomiernie
rozmieszczonych w odpowiednio dobranym przedziale [a,b] D S. Zalozyé e = 1076 i maksymalng liczbe ite-
racji réwna 100. Nastepnie wykreslié¢ wykres funkcji o = f(zg), gdzie a € S jest znalezionym pierwiastkiem
wielomianu, a £y € R punktem startowym.

5. Uogdlniona regula iteracyjna metody Newtona dla ukladéw réownan nieliniowych

f@) = [fi(@), fao(@),... fa(@)]T =0, @=[r1,22,...,24]" €R"

ma postac:
2D = 2B _ g7 (R £ ()
gdzie:
ofil@)  Ofia)
o0x1 ox,
J@=|
Ofn(x)  Ofn()
o1 Oxy,

jest macierza Jacobiego funkcji f.

Dla podanych ponizej przyktadéw w zadaniu wyznaczy¢ macierze Jacobiego i korzystajac z podanej formuty
iteracyjnej napisa¢ proste funkcje MATLAB-a znajdujace pierwiastki uktadéow réwnan na podstawie podanego
punktu startowego.

ol Eitas—4=0 fsin(m tay) =1 fep=af+l g [aftai-4=0
exp(z1) = o3 exp(z2) = x1 + T2 9 = 3cos(z1) e”t = sin(xy)

Dokonaé wizualizacji uktadu réwnan (wykres 3D) i na tej podstawie oszacowaé warto$é pierwiastka. Nastepnie dla
4 wybranych punktéw startowych (kazdy w innej é¢wiartce uktadu wspélrzednych) znalezé rozwiazanie (doktad-
no$é rozwiazania przyjaé¢ ¢ = 1075). Wyznaczyé tabele kolejnych przyblizen rozwigzania ukladu i przedstawié je
w postaci wykresu.

6. Predkos¢ spadajacego skoczka spadochronowego jest wyrazona wzorem

= T _e—(e/m)ty

c

gdzie: g = 9,81 m/s?. Wyznaczy¢ mase skoczka m, jezeli wspolezynnik oporu ¢ = 14 kg/s, a predkosé v po czasie
t = 7s wyniosta 35 m/s.



10.

11.

12.

Model réwnowagi masy dla koncentracji zanieczyszczen w dobrze wymieszanym jeziorze mozna zapisa¢ w postaci
rownania

d
vd—g —W — Qc— kV /e
Jezeli objeto$é V = 1-10% m3, przeptyw Q = 1-105 m3/s, W = 1103 kg/s i k = 6,325 m®? /kg? /s to ile wynosi
koncentracja ¢ w stanie ustalonym?

Nastepujace rownanie odnosi sie do koncentracji ¢ sktadnika chemicznego w jednorodnym reaktorze:
¢ = cin(1 — e 004ty | o008

Jezeli koncentracja poczatkowa cy = 4 i koncentracja doplywu ¢, = 10, to ile wynosi czas potrzebny na osia-
gniecie koncentracji réwnej 93% c;,?

Réwnanie Redlicha-Kwonga stanu gazu ma nastepujaca forme:

_ RT a
PEV Y st VT

gdzie: R = 0,518 kJ/(kg-K) — uniwersalna stala gazowa, T— temperatura absolutna (w skali Kelvina), p —
ci$nienie (kPa) i V — objeto$é gazu na 1 kg (m3/kg). Wspétezynniki a i b mozna wyznaczyé nastepujaco:

25/2 T
a= 0,427R . b=0,0866R-<

Pc DPc

gdzie p. = 4600 kPa i T, = 191 K. Wyznaczy¢ ilos¢ metanu, ktéra moze by¢ trzymana w zbiorniku o objetosci
3 m? w temperaturze —40°C pod ciénieniem 65000 kPa.

W oceanografii, réwnanie odbitej fali stojacej w zatoce jest opisane nastepujaco (A = 16,¢t = 12, v = 48):

2 2t
h = hg {sin (T) cos< 7;1)) +e‘7‘/}

Znalezé najmniejsza dodatnia wspélrzedna polozenia wezta (h = 0) oraz strzalki (h = hg) fali stojacej.

Trajektorie lotu pitki wyrzuconej przez zawodnika mozna zamodelowaé parabola

9

9 9
202 cos? (o) ¥+ Yo

y = xtan(fy) —
Znalez¢ odpowiedni kat rzutu 6y jezeli predko$é poczatkowa vy = 20 m/s, a dystans do drugiego zawodnika
wynosi 40 m (yp jest wspélrzedna poczatkowej wysokosci pitki). Przy$pieszenie ziemskie przyjaé¢ jako g = 9,81
m/s?. Pilka opuszcza reke pierwszego gracza na wysokoéci 1,8 m, a drugi gracz ja tapie na wysokosci 1 m.
Nastepnie znalezé maksymalng wysokosé lotu pitki.

Dwie ciecze o réznej temperaturze trafiaja do mieszacza i wyplywaja w tej samej wspélnej temperaturze. Po-
jemno$é cieplna cieczy A i B wynosi odpowiednio

Cp = 3,381 + 1,804 - 10727 — 4,300 - 10~ 5T?[cal /(mol - K)]

Cp=8,592+ 1,290 - 107 'T — 4,078 - 10~°T?[cal /(mol - K)]

gdzie T jest temperaturg bezwzgledna. Ciecz A wplywa do mieszacza w temp. 400°C, a B w temp. 600°C.
Wiedzac, ze jest dwa razy wiecej cieczy A w mieszaczu oraz pamietajac, ze oddane/pobrane ciepto mozna

wyrazi¢ jako
T2

AH = [ C,dr
T

znalez¢ temperature cieczy opuszczajacych mieszacz.



