Wprowadzenie do modelowania
Przyktady modelowania

Dariusz Ucinski

Instytut Sterowania i Systeméw Informatycznych
Uniwersytet Zielonog6rski

Wyktad 2

Dariusz Ucifiski Wprowadzenie do modelowania



Prowadzacy

prof. dr hab. inz. Dariusz Ucinski

pok. 425, bud. A-2
e-mail: d.ucinski@issi.uz.zgora.pl

Dariusz Ucifiski Wprowadzenie do modelowania



Literatura

@ Anna Czemplik (2008): Modele dynamiki uktaddéw
fizycznych dla inzynieréw, Wydawnictwa
Naukowo-Techniczne, Warszawa

@ Stanistaw Osowski (2007): Modelowanie i symulacja
uktadow i procesow dynamicznych, Oficyna Wydawnicza
Politechniki Warszawskiej, Warszawa

© Dilwyn Edwards (2001): Guide to Mathematical Modeling,
2nd Ed., Palgrave, Houndmills

Dariusz Ucifiski Wprowadzenie do modelowania



Czesé 1 Ornitologia
Projekt wycieraczki samochodowej

@ Czesc 1
@ Ornitologia

Dariusz Ucinski Woprowadzenie do



Czesé 1 Ornitologia
Projekt wycieraczki samochodowej

Przyktad z ornitologii

Dane z obserwaciji

ptak masa [kg] dtugosc¢ zycia [lata]
zieba 0.022 12
wrobel 0.027 12.5
zimorodek 0.045 14
sroka 0.25 15
krogulec 0.34 16
gotab 0.52 17
sokét 1.0 19
bocian 3.5 24
orzet 6.0 26
Jak dtugosc¢ zycia zalezy od wagi?
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Tworzenie modelu
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Tworzenie modelu

Hipoteza
Oznaczenia: M— masa, L — dtugosc¢ zycia.
Wykres sugeruje zalezno$¢ postaci

L= amb

gdzie: a, b— pewne state (oczekujemy b < 1).
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Tworzenie modelu

Hipoteza

Oznaczenia: M— masa, L — dtugosc¢ zycia.
Wykres sugeruje zalezno$¢ postaci

L= amb

gdzie: a, b— pewne state (oczekujemy b < 1).

Jak wyznaczy¢ ai b?

Najprosciej odpowiedz uzyska¢ w Excelu dodajac do wykresu
linie trendu (zob. plik ptaki.xls).
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Powierzchnia A czyszczona na tylnej szybie = ?

Oznaczenia
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Tworzenie modelu

Zatozenia upraszczajgce

@ Wycieraczke zamontowano na brzegu szyby, tzn. d = 0.
© Szyba ma ksztatt prostokata.

© Ramie odchyla sie symetrycznie od pionu w zakresie
katéw +a/2.

Dariusz Ucifiski Wprowadzenie do modelowania



Czesé 1 Ornitologia
Projekt wycieraczki samochodowej

Tworzenie modelu

Zatozenia upraszczajgce

@ Wycieraczke zamontowano na brzegu szyby, tzn. d = 0.
© Szyba ma ksztatt prostokata.
© Ramie odchyla sie symetrycznie od pionu w zakresie

katéw +a/2.
Przypomnijmy, ze pole wycinka kota o promieniu a i kacie 6
WYnNoSsi
1 2
éa 0
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Tworzenie modelu

Sytuacja po uproszczeniach
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Tworzenie modelu

Powierzchnia czyszczona A

Mamy

e N e
A= é(OP Yo — E(OA )

Z twierdzenia cosinusow dla tréjkata OAP wynika

OP?2 = [2 + r? — 2Lrcos(r — )
= L2 4 r® + 2Lrcos(3)

Poniewaz OA = L, otrzymuje sie

A= gr(r + 2L cos(3)).
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Ograniczenia na katy

Uwzglednienie dolnej krawedzi szyby
Z twierdzenia sinuséw dla tréjkata A’'OP’ wynika

ro L
sin(x)  sin(3 - x)
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Ograniczenia na katy

Wygodniejsza postaé tego ograniczenia

Korzystajac z zaleznosci

sin(x) = sin(% - g) = cos(g)
sin(8 — x) = sin(ﬁ — (g — %))
=— cos(ﬁ + %)

(67

= sin(f) sin(2> — cos(f) cos(%)

mozna to ograniczenie zapisac jako

ay L+ rcos(B)
9(3) = e &
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Ograniczenia na katy c.d.

Uwzglednienie prawej krawedzi szyby

b

+8) <3

«

2

s o

x+Lsin( 575

)+fCOS(

Uwzglednienie gornej krawedzi szyby

s (%

2 2

il
2

Lcos(%)Jrrsin( +ﬁ) —d<
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llustracja: Opel Vectra i Opel Agila

Dane rzeczywiste w cm

symbol VECTRA AGILA

b 100 107

h 80 45

r 45 36

L 30 23

« 90° =7/2 135° =3rn/4
I} 35° 35°

X 20 10
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llustracja: Opel Vectra i Opel Agila

Powierzchnie bezwzgledne

Acectia = 5 x45 x (45 + 60C0s(357)) = 3328 cm?

Aqgila = %ﬁ %36 x (36 + 46 cos(35°)) = 3125 cm?

Powierzchnie wzgledne

3328

Avectra,% = m
3125

Hagie% = 707 45

x100% = 42%

x100% = 65%
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llustracja: Opel Vectra i Opel Agila

Graniczny kat obrotu, zob. rownanie (1)

_ ay 30 +45c0s(35°)
Vectra: tg(§>_ 25sin(35) 2.59
- oy 23 +36c0s(35°)
Agila: tg(§>_ 36sin(35°) 2.54

Oznacza to maksymalng wartoS¢ «/2 jako ok. 68°.
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Korytarz, drabina i t6zko
Czeé¢ 2 Gospodarstwo rybacke

@ Czesc2
@ Korytarz, drabina i t6zko
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Korytarz, drabina i t6zko
Czeé¢ 2 Gospodarstwo rybacke

Problem docelowy

Transport t6zka szpitalnego

Theatre

. %

7

Zadanie: Okresli¢ maksymalne rozmiary t6zka, ktére mozna
przewiezc.

Dariusz Ucifiski Wprowadzenie do modelowania



Korytarz, drabina i t6zko
Czeé¢ 2 Gospodarstwo rybacke

Problem prostszy

|
JPB Z

Zadanie: Okreslic maksymalng dtugos¢ drabiny, ktére mozna
przenies¢.

v
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Korytarz, drabina i t6zko
Czeé¢ 2 Gospodarstwo rybacke

Problem prostszy

Rozwigzanie
Z trygonometrii mamy PN = SN/ cos(#) oraz QN = RN/ sin(#),
co daje
a b
= PN N=——-+— 2
¢ +Q cos * sinf @

W punkcie minimum ¢ = ¢(6) zachodzi

da/

a0

Ro6zniczkujac, otrzymujemy

d¢ _asing bcosd
dd  cos?f  sin¢
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Korytarz, drabina i t6zko
Czeé¢ 2 Gospodarstwo rybacke

Problem prostszy

Przyréwnanie do zera prowadzi do wyrazenia

_alb (b\?®
tg‘)—ﬁ—(:)

Wykorzystujemy to do otrzymania

b 2/3
——— =1+1g%0 =1 <>
cos2 6 +1g + a

1 2\ 2/3
—1+ct 29:1+<>
sin®6 g b
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Korytarz, drabina i t6zko
Czeé¢ 2 Gospodarstwo rybacke

Problem prostszy

Pierwiastkujac i podstawiajgc ten rezultat do (2) mamy formute
na poszukiwang maksymalng dtugos¢ drabiny:

_a b
~ cosf  sind

a1+ (8) o+ ()

— (823 + p?/3)3/2

l
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Korytarz, drabina i t6zko
Czeé¢ 2 Gospodarstwo rybacke

Problem oryginalny

Transport t6zka

o

-+ T
uy)
o

7

Zadanie: Okresli¢ maksymalne rozmiary t6zka, ktére mozna
przewiezc.
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Korytarz, drabina i t6zko
Czeé¢ 2 Gospodarstwo rybacke

Problem oryginalny

Rozwigzanie

Pole A zajmowane przez t6zko wyraza wzér A=p x q
Poniewaz AB = AN + NB, mamy

_a—qgsing b-—qcosb

P cos 6 sin 6
AN NB
Stad _
A-q a—qsing b-—qgcosé

cosf sin@

Zadanie sprowada sie do minimalizacji A = A(q, ). Ale jak
okresli¢ minimum funkcji dwéch zmiennych?
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Korytarz, drabina i t6zko
Czeé¢ 2 Gospodarstwo rybacke

Problem oryginalny

Wyznaczamy pochodne czgstkowe:
0A _a—gsind N (b— gcosb)
dq  cosé siné
< sinf _ cos 9)
cosf sinf
% _ a—qsm@tgg_ cosf
00 cos 6 cos
_ (b—gcos¥) sing
sing Ctgngqsiné’ q9
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Korytarz, drabina i t6zko
Czeé¢ 2 Gospodarstwo rybacke

Problem oryginalny

Przyréwnujgc otrzymane pochodne do zera i porzadkuja
otrzymujemy uktad réwnan:

asinf + b cosf =2q
b cos® 6 — asin®0 = qcos 26

Rozwigzanie go ze wzgledu na q i 6 daje

b ab
tgd = —, = —, =va?+b?
g = q FAW P
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Korytarz, drabina i t6zko
Czesé 2 Gospodarstwo rybacke

@ Czesc2

@ Gospodarstwo rybacke
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Korytarz, drabina i t6zko
Czesé 2 Gospodarstwo rybacke

Hodowla tososia

Sformutowanie problemu

Przyjmijmy trzy kategorie ryb
Ryby w zakresie wieku (0, 1) mtode Yn
Ryby w zakresie wieku (1,2) doroste  Aj
Ryby w zakresie wieku > 2 dojrzate M,
Jednostkg czasu jest jeden rok. Y, oznacza liczbe ryb (w
setkach) w roku n, itd.
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Korytarz, drabina i t6zko
Czesé 2 Gospodarstwo rybacke

Hodowla tososia

Sformutowanie problemu

Przyjmijmy trzy kategorie ryb
Ryby w zakresie wieku (0, 1) mtode Yn
Ryby w zakresie wieku (1,2) doroste  Aj
Ryby w zakresie wieku > 2 dojrzate M,
Jednostkg czasu jest jeden rok. Y, oznacza liczbe ryb (w
setkach) w roku n, itd.
Zatozenia:

@ 80% z Y dozywa nastepnej kategorii A,
@ 75% z A dozywa kategorii M,
@ 40% z M dozywa kolejnego roku,

@ liczba urodzen jest proporcjonalna do podwojnej
liczebnosci A oraz do liczbnosci M.
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Korytarz, drabina i t6zko
Czesé 2 Gospodarstwo rybacke

Hodowla tososia

Sformutowanie problemu

Prowadzi to do réwnan

Yn+1 = 2An + M
AI‘I+1 = 08 Yn

lub w zapisie macierzowym

Y 0 2 1 Y
A =108 0 0 A
M 0 075 04 M
n+1 n
R

gdzie R— macierz Lesliego.
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Korytarz, drabina i t6zko
Czesé 2 Gospodarstwo rybacke

Hodowla tososia

Sformutowanie problemu

Symulacje w Excelu dla Yo = 100, Ag = 50 oraz My = 20
zawiera plik ryby.xIs.
Pytanie: Czy istnieje stan ustalony?
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Korytarz, drabina i t6zko
Czesé 2 Gospodarstwo rybacke

Hodowla tososia

Sformutowanie problemu

Symulacje w Excelu dla Yy = 100, Ay = 50 oraz My = 20
zawiera plik ryby.xIs.
Pytanie: Czy istnieje stan ustalony?

Rozwigzanie

Stan ustalony oznacza, ze wartosci Yy, An i M, stabilizujg sie
na pewnych statych poziomach Y, Ai M dla wystarczajgco
duzych n. Prowadzi to do uktadu réwnan

Y = aA+ M
A=08Y
M = 0.75A + 0.4M
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Korytarz, drabina i t6zko
Czesé 2 Gospodarstwo rybacke

Hodowla tososia

Rozwigzanie
Jego rozwigzanie implikuje warunek

0.8a+p3=1

Istnienie stanu ustalonego gwarantujg wiec np. parametry
a=1oraz 8 =0.2.

Wazne pytanie: Jak zmodyfikowac¢ powyzszy model, zeby
uwzgledni¢ odtawanie dorostych i dojrzatych ryb?

Dariusz Ucifiski Wprowadzenie do modelowania



	Czesc 1
	Ornitologia
	Projekt wycieraczki samochodowej

	Czesc 2
	Korytarz, drabina i łózko
	Gospodarstwo rybacke


