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Histogram wzrostu mężczyzn (n = 50)
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Histogram wzrostu mężczyzn (n = 100)
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Histogram wzrostu mężczyzn (n = 200)
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Histogram wzrostu mężczyzn (n = 400)

155 160 165 170 175 180 185
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.1
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Histogram wzrostu mężczyzn (n = 800)
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Histogram wzrostu mężczyzn (n = 1600)

155 160 165 170 175 180 185
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.1
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Histogram wzrostu mężczyzn (n = 3200)
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Histogram wzrostu mężczyzn (n = 6400)
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Histogram wzrostu mężczyzn (n = 12800)
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Dariusz Uciński Zmienne losowe



Histogram wzrostu mężczyzn (n = 25600)
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Zmienne ciągłe i ich rozkłady

Wysokości i-tego słupka wynosi

ni

nh

gdzie: h — długość podstaw słupków (liczba słupków ≈
√

n).

Pytanie: Po co dzielenie przez h?

Czerwoną krzywą ciągłą przybliżającą histogram i taką, że pole
pod nią wynosi 1, nazywamy funkcją gęstości
(wyidealizowanym histogramem), zob. rozdz. 1.4.

Stwierdzenie
Pole pod krzywą gęstości jest równe częstości wpadania
wartości cechy do tego przedziału.
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Zmienne ciągłe i ich rozkłady

Definicja

Zmienną losową X nazywamy ciągłą zmienną losową, jeśli dla
pewnej nieujemnej funkcji f i takich dowolnych liczb a i b, że
−∞ ¬ a < b ¬ ∞ zachodzi równość

P(a ¬ X ¬ b) =

∫ b

a
f (s) ds

Funkcję f nazywamy gęstością zmiennej losowej.

Wynika stąd postać dystrybuanty

F (x) = P(X ¬ x) = P(−∞ ¬ X ¬ x) =

∫ x

−∞
f (s) ds
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Zmienne ciągłe i ich rozkłady

Zauważyć, że f musi spełniać (dlaczego?)
1 f (x)  0, ∀x

2

∫ ∞
−∞

f (x) dx = 1

Ponadto, dla 0 < δ � 1 zachodzi

P(x ¬ X ¬ x + δ) ≈ f (x) · δ

Mamy również

P(X = a) = P(a ¬ X ¬ a) =

∫ a

a
f (s) ds = 0
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Dariusz Uciński Zmienne losowe
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Zmienne ciągłe i ich rozkłady

Stwierdzenie
Dla ciągłej zmiennej losowej X o dystrybuancie F zachodzi

P(a < X < b) = P(a < X ¬ b) = P(a ¬ X < b)

= P(a ¬ X ¬ b) = F (b)− F (a)
+

Pytanie: Jak na podstawie F odtworzyć f?

f (x) = F ′(x)

Dariusz Uciński Zmienne losowe
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Zmienne ciągłe i ich rozkłady

Przykład

Dla zmiennej losowej X o gęstości

f (x) =


2
3

+ x2 dla 0 < x < 1

0 w przeciwnym przypadku

należy wyznaczyć dystrybuantę F oraz P(X > 0.5).
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Zmienne ciągłe i ich rozkłady

Przykład (c.d.)

F (x) =


0 dla x ¬ 0
1
3
(2x + x3) dla 0 < x ¬ 1

1 dla x > 1
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Zmienne ciągłe i ich rozkłady

Przykład (c.d.)

P(X > 0.5) =

∫ ∞
0.5

f (s) ds =

∫ 1

0.5
f (s) ds

=

∫ 1

0.5

(
2
3

+ x2
)

dx =
1
3
(2x + x3)

∣∣∣∣1
0.5

= 0.625

Alternatywnie (i prościej, jeżeli zna się F )

P(X > 0.5) = 1− P(X ¬ 0.5) = 1− F (0.5)

= 1− 1
3
[
2 · 0.5 + (0.5)3] = 0.625
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Zmienne ciągłe i ich rozkłady

Definicja

Wartością średnią ciągłej zmiennej losowej o gęstości f
nazywamy wielkość

µX =

∫ ∞
−∞

xf (x) dx

Pytanie: Jak wyznaczyć medianę i modę?

Przykład (c.d.)

µX =

∫ ∞
−∞

xf (x) dx =

∫ 1

0
xf (x) dx

=

∫ 1

0
x
(

2
3

+ x2
)

dx =
x2

3
+

x4

4

∣∣∣∣1
0

=
7

12
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Zmienne ciągłe i ich rozkłady

Twierdzenie
Niech X będzie zmienną losową o rozkładzie ciągłym i h —
dowolną funkcją określoną na zbiorze wartości X . Wówczas dla
zmiennej losowej Y = h(X ) mamy

µY =

∫ ∞
−∞

h(x)f (x) dx

W szczególności, µaX+b = a · µX + b.
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Zmienne ciągłe i ich rozkłady

Definicja

Wariancją ciągłej zmiennej losowej o gęstości f nazywamy
wielkość

σ2
X =

∫ ∞
−∞

(x − µX )2f (x) dx

Odchylenie standardowe σX definiuje się jako
√
σ2

X .
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Zmienne ciągłe i ich rozkłady

Przydatne wzory:

σ2
aX+b = a2σ2

X

σaX+b = |a|σX

σ2
X = µX 2 − (µX )2

Przykład (c.d.)

µX 2 =

∫ ∞
−∞

x2f (x) dx =

∫ 1

0
x2f (x) dx

=

∫ 1

0
x2
(

2
3

+ x2
)

dx =
2x3

9
+

x5

5

∣∣∣∣1
0

=
19
45

skąd σ2
X = 19/45− (7/12)2 = 0.0819.

Dariusz Uciński Zmienne losowe
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Zmienne ciągłe i ich rozkłady

Materiał do samodzielnego powtórzenia:
1 rozkład normalny
2 rozkład jednostajny
3 rozkład wykładniczy
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