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Przyktady sytuacji z kilkoma zmiennymi losowymi:

Antropometria: wzrost, waga ciata i grubos¢ skéry
przedramienia w pewnej populacji ludzi

zestaw parametrow produkowanych obwodoéw scalonych
$rednice watu gtéwnego skrzyni biegéw w réznych
przekrojach watu

wysoko$¢ dziennego oprocentowania kredytéw réznego
typu

pozycja firmy na gietdzie mierzona kilkoma wskaznikami
gietdowymi

warto$¢ bierzgcego deficytu ptatniczego, stopy
procentowej NBP oraz inflacji

ciSnienie skurczowe i rozkurczowe oraz tetno zdrowych

mezczyzn w wieku 40-50 lat w warunkach kontrolowanego
stresu
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Zmienne dyskretne

Przyktad

Podczas testow nowego odbiornika do transmisji informaciji
cyfrowej, kazdy przestany bit klasyfikuje sie jako akceptowalny,
podejrzany oraz nieakceptowalny, w zaleznos$ci od jakosci
odbieranego sygnatu, odpowiednio z prawdopodobienstwami
0.9, 0.08, oraz 0.02. Zaktada sie niezalezno$¢ przesytu
kolejnych bitow.

Dla czterech pierwszych przestanych bitobw oznaczmy:

X —liczba akceptowalnych bitow

Y —liczba podejrzanych bitéw

Jako jest rozktad X? Jaki jest rozktad Y?
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Zmienne dyskretne

Przyktad

Podczas testow nowego odbiornika do transmisji informaciji
cyfrowej, kazdy przestany bit klasyfikuje sie jako akceptowalny,
podejrzany oraz nieakceptowalny, w zaleznos$ci od jakosci
odbieranego sygnatu, odpowiednio z prawdopodobienstwami
0.9, 0.08, oraz 0.02. Zaktada sie niezalezno$¢ przesytu
kolejnych bitow.

Dla czterech pierwszych przestanych bitobw oznaczmy:

X —liczba akceptowalnych bitow

Y —liczba podejrzanych bitéw

Jako jest rozktad X? Jaki jest rozktad Y? Dwumianowe!
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Zmienne dyskretne

Przyktad

Podczas testow nowego odbiornika do transmisji informaciji
cyfrowej, kazdy przestany bit klasyfikuje sie jako akceptowalny,
podejrzany oraz nieakceptowalny, w zaleznos$ci od jakosci
odbieranego sygnatu, odpowiednio z prawdopodobienstwami
0.9, 0.08, oraz 0.02. Zaktada sie niezalezno$¢ przesytu
kolejnych bitow.

Dla czterech pierwszych przestanych bitobw oznaczmy:

X —liczba akceptowalnych bitow

Y —liczba podejrzanych bitéw

Jako jest rozktad X? Jaki jest rozktad Y? Dwumianowe!
Ale czy mozna je rozwazac niezaleznie od siebie?
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Zmienne dyskretne

Przyktad (c.d.)

Oznaczmy fxy(x,y) = P(X = x, Y = y). Wyznaczmy np.
fxy(2,1).
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Zmienne dyskretne

Przyktad (c.d.)
Oznaczmy fxy(x,y) = P(X = x, Y = y). Wyznaczmy np.
fxy(2,1).

Prawdopodobienstwo sekwenciji bitéw aapn wynosi
P(aapn) =0.9-0.9--0.08-0.02 = 0.0013

Liczba wszystkich mozliwych sekwencji sktadajgcych sie z
dwéch bitéw a, jednego p oraz jednego n jest rowna

4!
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=12

Stad

fey(2,1) = P(X =2, Y = 1) = 12.0.0013 = 0.0156
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Zmienne dyskretne
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Zmienne dyskretne

Wiasnos$ci:
o fXY(va) > 0
e ZZfXY(X7.y) =1
Xy

Rozrozniac rozktady: taczny fx y(x, y) i brzegowe fx(x), fy(y)!
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Zmienne dyskretne

Wiasnos$ci:
o fXY(Xv.y) > 0
9 ZZfXY(X7.y) =1
Xy

Rozrozniac rozktady: taczny fx y(x, y) i brzegowe fx(x), fy(y)!

Twierdzenie

(X)) => fxr(x,y), f(¥) =D fxy(x,y)
y X
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Zmienne dyskretne

Wiasnos$ci:
o fXY(Xv.y) > 0
e ZZfXY(X7.y) =1
Xy

Rozrozniac rozktady: taczny fx y(x, y) i brzegowe fx(x), fy(y)!

fX(X):ZfXY(Xay)a fY(Y):ZfXY(X,y)
y X

Przyktad (c.d.)

f(8)=P(X=38)=P(X=3,Y=0)+P(X=3,Y=1)
= 0.0583 + 0.2333 = 0.2916

Drugi sposob: P(X = 3) = (3)0.9%0.1" = 0.2916.
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Zmienne dyskretne

fy =
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fx(x) = 0.0001 0.0036 0.0486 0.2916 0.6561
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Zmienne dyskretne

Warto$¢ oczekiwana (analogie do jednej zmiennej?):
Elg(X, V)] =3 9(x.y)v(x,y)
x y
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Zmienne dyskretne

Warto$¢ oczekiwana (analogie do jednej zmiennej?):
Elg(X, V)] =3 9(x.y)v(x,y)
x y

Przyktad (c.d.)

E[X] = O[fxy(o, 0) + fxy(o7 1) -+ fxy(o, 2) + fxy(o, 3) + fxy(o, 4)]
+ 1 [fxy(‘l , 0) + fxy(1, 1) + fxy(1,2) + fxy(1,3)]
+ 2[fxy(2, 0) + fxy(2, 1) + fxy(2, 2)}
T 3[fxy(3, 0) a4 fxy(3, 1)]
+ 4[fxy(4,0)]
= 0[0.0001] + 1[0.0036] + 2[0.0486] + 3[0.02916]
+4[0.6561] = 3.6

Drugi sposob: E[X] = np = 4(0.92) = 3.6.




Zmienne dyskretne

W ogdlnosci
Elg(x, Y)] # g(E[X]), E(Y))
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Zmienne dyskretne

W ogdlnosci
Elg(x, Y)] # g(E[X]), E(Y))
Zachodzi jednak

Twierdzenie

E[aX + 8] = a E[X] + 8
E[X + Y + Z] = E[X] + E[Y] + E[Z]

Twierdzenie

Var(aX) = o Var(X)
Var(X + «) = Var(X)

Dariusz Ucinski Rozktady taczne wielu zmiennych losowych



Zmienne dyskretne

Kowariancjg zmiennych X i Y nazywamy wielkos¢

axy = Cov(X, Y) = E[(X — E[X])(Y — E(y))]
=33 (x — EIX])(y — E[YDfxv (X, ¥)
X y
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Zmienne dyskretne

Kowariancjg zmiennych X i Y nazywamy wielkos¢

axy = Cov(X, Y) = E[(X — E[X])(Y — E(y))]
=33 (x — EIX])(y — E[YDfxv (X, ¥)
X y

Stwierdzenie

Cov(X, Y) = E[XY] — E[X]E[Y]
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Zmienne dyskretne

Kowariancjg zmiennych X i Y nazywamy wielkos¢

axy = Cov(X, Y) = E[(X — E[X])(Y — E(y))]
=33 (x — EIX])(y — E[YDfxv (X, ¥)
X y

Stwierdzenie

Cov(X, Y) = E[XY] — E[X]E[Y]

Wspotczynnikiem korelacji miedzy X i Y nazywamy wielko$¢

B Cov(X,Y)
-~ VVar(X)/Var(Y)
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PXY




Zmienne dyskretne

Wazna wtasnos$é:

N

-1 < pxy
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Zmienne dyskretne

Wazna wiasnos¢:
—1 < pxy <1

Praca samodzielna: Co oznacza pxy = +£1?
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Zmienne dyskretne

Wazna wiasnos¢:
—1 < pxy <1

Praca samodzielna: Co oznacza pxy = +£1?

Przyktad (c.d.)
Proste rachunki prowadzg do nastepujacych wynikéw:

E[X]=3.6, E[Y]=0.32,
E[X?] =13.32, E[Y?]=0.3968, E[XY]=0.864
Var(X) =0.36, Var(Y)=0.2944, Cov(X,Y)=—-0.288
pxy = —0.8847
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Zmienne dyskretne

Rozktad warunkowy zmiennej X pod warunkiem, ze zmienna Y
przyjeta wartos¢ y definiuje sie funkcja

fXY(Xa y)

fav(x1y) = PX = x| Y =) = L2
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Zmienne dyskretne

Rozktad warunkowy zmiennej X pod warunkiem, ze zmienna Y
przyjeta wartos¢ y definiuje sie funkcja

fXY(Xa y)

fav(x1y) = PX = x| Y =) = L2

Przyktad (c.d.)
Okreslic fyx(y | X) = fxy(x, ¥)/fx(x).
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Zmienne dyskretne
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Zmienne dyskretne

Przyktad (c.d.)

Zauwazy¢, ze wartosci w kolumnach sumujg sie do jednosci, co
wynika z rOwnosci

> fx(y [ x) =1
Y
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Zmienne dyskretne

Przyktad (c.d.)
Zauwazy¢, ze wartosci w kolumnach sumujg sie do jednosci, co

wynika z rOwnosci

> fx(y [ x) =1
Y

Zachodzi (analogie?)

fxy(X,y) = Ix(X)fyix (¥ | X) = fxy(x | y)fv(y)
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Zmienne dyskretne

Przyktad (c.d.)
Zauwazy¢, ze wartosci w kolumnach sumujg sie do jednosci, co

wynika z rOwnosci

> fx(y [ x) =1
Y

Zachodzi (analogie?)

fxy(X,y) = Ix(X)fyix (¥ | X) = fxy(x | y)fv(y)

Zmienne losowe X i Y nazywamy niezaleznymi jezeli

fxv(X,y) = fx(¥)fy(y), VxVy
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Zmienne dyskretne

Dla niezaleznych zmiennych X i Y zachodzi

fyx(y | X) =fy(y), Vyvx:fx(x)>0
fqy(x | y) = fx(x), VxVy:fy(y)>0
E[XY] = E[X] E[Y]
E[g(X)h(Y)] = E[g(X)] E[h(Y)]
Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y)
pxy =0

Pytanie: Czy w rozwazanym przyktadzie zmienne X i Y sg
niezalezne? Jak najtatwiej to sprawdzic¢?
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Zmienne dyskretne

Materiat do samodzielnego opanowania:
@ Warunek niezaleznosci trzech zmiennych losowych?
© Zapoznac sie z uogdlnieniami poje¢ niniejszego wyktadu
na przypadek zmiennych ciaggtych (rozdz. 2.3) —
obowigzuje na egzaminie!ll
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