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Motywacje

Przykłady sytuacji z kilkoma zmiennymi losowymi:
Antropometria: wzrost, waga ciała i grubość skóry
przedramienia w pewnej populacji ludzi
zestaw parametrów produkowanych obwodów scalonych
średnice wału głównego skrzyni biegów w różnych
przekrojach wału
wysokość dziennego oprocentowania kredytów różnego
typu
pozycja firmy na giełdzie mierzona kilkoma wskaźnikami
giełdowymi
wartość bierzącego deficytu płatniczego, stopy
procentowej NBP oraz inflacji
ciśnienie skurczowe i rozkurczowe oraz tętno zdrowych
mężczyzn w wieku 40-50 lat w warunkach kontrolowanego
stresu
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Zmienne dyskretne

Przykład
Podczas testów nowego odbiornika do transmisji informacji
cyfrowej, każdy przesłany bit klasyfikuje się jako akceptowalny,
podejrzany oraz nieakceptowalny, w zależności od jakości
odbieranego sygnału, odpowiednio z prawdopodobieństwami
0.9, 0.08, oraz 0.02. Zakłada się niezależność przesyłu
kolejnych bitów.
Dla czterech pierwszych przesłanych bitów oznaczmy:

X — liczba akceptowalnych bitów

Y — liczba podejrzanych bitów

Jako jest rozkład X? Jaki jest rozkład Y? Dwumianowe!
Ale czy można je rozważać niezależnie od siebie?
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Zmienne dyskretne

Przykład (c.d.)

Oznaczmy fXY (x , y) = P(X = x ,Y = y). Wyznaczmy np.
fXY (2,1).

Prawdopodobieństwo sekwencji bitów aapn wynosi

P(aapn) = 0.9 · 0.9 · ·0.08 · 0.02 = 0.0013

Liczba wszystkich możliwych sekwencji składających się z
dwóch bitów a, jednego p oraz jednego n jest równa

4!

2!1!1!
= 12

Stąd

fXY (2,1) = P(X = 2,Y = 1) = 12 · 0.0013 = 0.0156
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Zmienne dyskretne   

    

  



            

            

     



 

  



   



  



 





    






      

            

 





      







  


 







      

    

   

 












 

 

 

 

 

 

 



    


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Zmienne dyskretne

Własności:
1 fXY (x , y) ­ 0
2
∑

x

∑
y

fXY (x , y) = 1

Rozróżniać rozkłady: łączny fX ,Y (x , y) i brzegowe fX (x), fY (y)!

Twierdzenie

fX (x) =
∑

y
fXY (x , y), fY (y) =

∑
x

fXY (x , y)

Przykład (c.d.)

fX (3) = P(X = 3) = P(X = 3,Y = 0) + P(X = 3,Y = 1)

= 0.0583 + 0.2333 = 0.2916

Drugi sposób: P(X = 3) =
(4

3
)
0.930.11 = 0.2916.
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Rozróżniać rozkłady: łączny fX ,Y (x , y) i brzegowe fX (x), fY (y)!

Twierdzenie

fX (x) =
∑

y
fXY (x , y), fY (y) =

∑
x

fXY (x , y)

Przykład (c.d.)

fX (3) = P(X = 3) = P(X = 3,Y = 0) + P(X = 3,Y = 1)

= 0.0583 + 0.2333 = 0.2916

Drugi sposób: P(X = 3) =
(4

3
)
0.930.11 = 0.2916.
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)
0.930.11 = 0.2916.
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Zmienne dyskretne
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

 

 



  



  

   

   
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  

    



   
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

 



 

            





   
  

   

          

      

  











 
















 



    


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Zmienne dyskretne

Wartość oczekiwana (analogie do jednej zmiennej?):

E[g(X ,Y )] =
∑

x

∑
y

g(x , y)fXY (x , y)

Przykład (c.d.)

E[X ] = 0
[
fXY (0,0) + fXY (0,1) + fXY (0,2) + fXY (0,3) + fXY (0,4)

]
+ 1

[
fXY (1,0) + fXY (1,1) + fXY (1,2) + fXY (1,3)

]
+ 2

[
fXY (2,0) + fXY (2,1) + fXY (2,2)

]
+ 3

[
fXY (3,0) + fXY (3,1)

]
+ 4

[
fXY (4,0)

]
= 0[0.0001] + 1[0.0036] + 2[0.0486] + 3[0.02916]

+ 4[0.6561] = 3.6

Drugi sposób: E[X ] = np = 4(0.92) = 3.6.
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Zmienne dyskretne

W ogólności
E[g(x ,Y )] 6= g(E[X ]),E(Y ))

Zachodzi jednak

Twierdzenie

E[αX + β] = αE[X ] + β

E[X + Y + Z ] = E[X ] + E[Y ] + E[Z ]

Twierdzenie

Var(αX ) = α2 Var(X )

Var(X + α) = Var(X )
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Zmienne dyskretne

Definicja

Kowariancją zmiennych X i Y nazywamy wielkość

σXY ≡ Cov(X ,Y ) = E
[
(X − E[X ])(Y − E(y))

]
=
∑

x

∑
y

(x − E[X ])(y − E[Y ])fXY (x , y)

Stwierdzenie

Cov(X ,Y ) = E[XY ]− E[X ] E[Y ]

Definicja

Współczynnikiem korelacji między X i Y nazywamy wielkość

ρXY =
Cov(X ,Y )√

Var(X )
√

Var(Y )
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Zmienne dyskretne
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ρXY =
Cov(X ,Y )√

Var(X )
√

Var(Y )
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Zmienne dyskretne

Ważna własność:
−1 ¬ ρXY ¬ 1

Praca samodzielna: Co oznacza ρXY = ±1?

Przykład (c.d.)
Proste rachunki prowadzą do następujących wyników:

E[X ] = 3.6, E[Y ] = 0.32,

E[X 2] = 13.32, E[Y 2] = 0.3968, E[XY ] = 0.864
Var(X ) = 0.36, Var(Y ) = 0.2944, Cov(X ,Y ) = −0.288

ρXY = −0.8847
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Ważna własność:
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E[X ] = 3.6, E[Y ] = 0.32,

E[X 2] = 13.32, E[Y 2] = 0.3968, E[XY ] = 0.864
Var(X ) = 0.36, Var(Y ) = 0.2944, Cov(X ,Y ) = −0.288

ρXY = −0.8847
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Zmienne dyskretne

Definicja
Rozkład warunkowy zmiennej X pod warunkiem, że zmienna Y
przyjęła wartość y definiuje się funkcją

fX |Y (x | y) = P(X = x | Y = y) =
fXY (x , y)

fY (y)

Przykład (c.d.)

Określić fY |X (y | x) = fXY (x , y)/fX (x).
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 
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   

   
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Zmienne dyskretne

Przykład (c.d.)

Zauważyć, że wartości w kolumnach sumują się do jedności, co
wynika z równości ∑

Y

fY |X (y | x) = 1

Zachodzi (analogie?)

fXY (x , y) = fX (x)fY |X (y | x) = fX |Y (x | y)fY (y)

Definicja
Zmienne losowe X i Y nazywamy niezależnymi jeżeli

fXY (x , y) = fX (y)fY (y), ∀x ∀y
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wynika z równości ∑

Y

fY |X (y | x) = 1

Zachodzi (analogie?)

fXY (x , y) = fX (x)fY |X (y | x) = fX |Y (x | y)fY (y)

Definicja
Zmienne losowe X i Y nazywamy niezależnymi jeżeli
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Dariusz Uciński Rozkłady łączne wielu zmiennych losowych



Zmienne dyskretne

Stwierdzenie
Dla niezależnych zmiennych X i Y zachodzi

fY |X (y | x) = fY (y), ∀y ∀x : fX (x) > 0

fX |Y (x | y) = fX (x), ∀x ∀y : fY (y) > 0

E[XY ] = E[X ] E[Y ]

E[g(X )h(Y )] = E[g(X )] E[h(Y )]

Var(X + Y ) = Var(X ) + Var(Y )

ρXY = 0

Pytanie: Czy w rozważanym przykładzie zmienne X i Y są
niezależne? Jak najłatwiej to sprawdzić?
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Materiał do samodzielnego opanowania:
1 Warunek niezależności trzech zmiennych losowych?
2 Zapoznać się z uogólnieniami pojęć niniejszego wykładu

na przypadek zmiennych ciągłych (rozdz. 2.3) —
obowiązuje na egzaminie!!!
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