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Metody numeryczne Bfedy numeryczne

Dlaczego modelujemy ...

@ systematyczne rozwigzywanie probleméw,
@ eksperymentalna eksploracja wielu rozwiazan,

@ dostarczanie abstrakcyjnych metod zarzadzania
ztozonoscia,

@ redukcja czasu wdrozenia dla aplikacji biznesowych,
@ zmniejszenie kosztéw produkgji,

@ zarzadzanie ryzykiem btedu.
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Metody numeryczne Bfedy numeryczne

.. . numerycznie?

@ szybkie i efektywne narzedzia rozwigzywania probleméw,
@ uniwersalno$¢ i szeroka uzytecznosc,

@ czesto, jedyna alternatywa dla nieistniejacych rozwiazan
analitycznych,

@ liczne istniejace efektywne programy i biblioteki,
@ idealne do nauki obstugi maszyn cyfrowych,

@ zmieniaja rozumienie metod matematycznych (redukcja
skomplikowanych technik do podstawowych operacji
arytmetycznych)
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Metody numeryczne

Bfedy numeryczne

Inzynierskie rozwigzywanie problemoéw
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Metody numeryczne Bfedy numeryczne

Podstawowe pojecia

Metody numeryczne — rozwigzywanie zadan matematycznych
w skonczone] liczbie operacji arytmetyczno-logicznych,

Zadanie numeryczne — matematyczny opis relacji pomiedzy
danymi wejsciowymi i wyjsciowymi,

Algorytm numeryczny — skonczona sekwencja operacji
przeksztatcajacych dane wejSciowe w wyjsciowe, przy czym
operacja jest rozumiana jako funkcja arytmetyczna lub
logiczna albo referencja do innych istniejacych algorytmow.
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Metody numeryczne Bfedy numeryczne

Zr6dfa btedéw

@ Modelowanie matematyczne, np. najprostszy model przyrostu
populacji
N(t) = NoeF* jest prawidtowy tylko przy zatozeniu, ze posiada
nieograniczone zasoby,

@ Btedy grube i pomytki, np. btedy programistyczne

© Btedy pomiarowe, np. predko$é $wiatta w prézni wynosi
c=(2.997925 +¢) - 103m/sec, |e| <3-10F

@ Biedy maszynowe, np. btedy zaokraglania lub odrzucania w
arytmetyce zmiennoprzecinkowej

@ Btedy przyblizania matematycznego, np. obliczajac catke

1 1 2 6 8
I= e dz ~ 1+ 22 +7+x7+9c dx
0 0 3!
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Metody numeryczne Bfedy numeryczne

Btad wzgledny i bezwzgledny

Btad bezwzgledny
Eaps =a— &
gdzie:
o — wartos$¢ dokfadna
& — warto$¢ przyblizona (obliczona)
Btad wzgledny
o A

Bo=2"% Wb Egq=2"%100%
o «

Whiosek: « jest najczesciej niedostepna a priori, stad

oa— & oa—a

— &
Fiog = lub nawet FE,q =
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Metody numeryczne Bfedy numeryczne

Przyktad 1 Rozwazmy zadanie pomiaru dtugosci mostu oraz nita uzytego
do jego budowy. W wyniku pomiaru otrzymano odpowiednio 9999 i 9 cm.
Jezeli prawdziwe wartosci to 10000 oraz 10 cm, policzy¢ (a) btad
bezwzgledny i (b) procentowy btad wzgledny w kazdym z przypadkéw.

a) Btad bezwzgledny dla dtugosci mostu wynosi
T =10000 — 9999 = 1 cm

abs

oraz dla dtugosci nita

E'IL

abs

=10—-9=1cm

b) Bfad wzgledny dla dtugosci mostu wynosi

1
E™ = — .100% = 0.01
rel ™ 10000 % %

oraz dla nita
En

rel —

1
— -100% =10
10 % %
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Metody numeryczne Bfedy numeryczne

Cyfrowy zapis liczb catkowitych

baza 10 konwersja baza 2 baza 8 baza 16
1 1=20 00000001 001 01
8 8=23 00001000 010 08
10 8 +2=23 42! 00001010 012 oC
27 16+8+2+1=2% 423+ 2! 00011010 032 1C
67 64 +2+1=26 421 420 01000011 103 43

202 128 +64 +8 +2=28 + 27 + 23 + 21 11001010 312 CA
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Metody numeryczne Bfedy numeryczne

Postac statoprzecinkowa

Liczba catkowita moze by¢ doktadnie reprezentowana w systemie

dwdjkowym jako
l=s Z ;2!
i=0

gdzie:
s € {-1,1} — znak

e; €{0,1},i=0,...,n— 1 oraz e, = 1 — cyfry reprezentacji

binarnej
[s|0]...[0]ele.| - [e] ... |e]e]es
. T d bits
sign
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Metody numeryczne Bfedy numeryczne

Przyktad 2 Okresli¢ zakres liczb catkowitych przy, ktére moga byé
reprezentowane na 16-bitowym komputerze.

Pierwszy bit przechowuje znak. Pozostate 15 bitéw moze stuzyé do
przechowania liczb binarnych od 0 do 111111111111111. Stad, gérna
granica wynosi

o4 4 913 1 ..ol 41 90 915 1 — 39767

W ten sposéb zakres to [-32 767,32 767]. Ale istnieje nadmiarowos¢ dla
wartosci zero, tj. 0000000000000000 oraz 1000000000000000, dlatego
druga z kombinacji zazwyczaj jest uzywana do reprezentacji dodatkowe;
liczby ujemnej: —32768, stad prawdziwy zakres jest od —32768 do 32767.

Whiosek: W ogélnosci, dla d cyfr zakres wynosi [—2%,29 — 1]
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Metody numeryczne Bfedy numeryczne

Posta¢ zmiennoprzecinkowa

Numeryczne wartoéci z niezerowg czesécia utamkowa sa przechowywane
jako liczby zmiennoprzecinkowe.

l=5-2°m
gdzie:
s € {—1,1} — znak
¢ — cecha (wyktadnik) (d.-bitowa liczba catkowita)

m — mantysa (d,,-bitowa liczba catkowita)

d, bits d, bits
8| sign. exponent mantissa
sign d bits
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Metody numeryczne Bfedy numeryczne

Cyfrowy zapis liczb zmiennoprzecinkowych

Standardy |IEEE formatéw liczb zmiennoprzecinkowych

Precyzja Sign  Bity mantysy Bity cechy Suma

Single 1 23 8 32
Double 1 52 11 64
Quadruple 1 113 14 128

@ d,, decyduje o precyzji reprezentacji,
@ d.=d — d,, decyduje o zakresie reprezentacji,

@ znormalizowana notacja naukowa, tzn. bez nieznaczacych zer, np.

123.456 — 0.123456 -10%,
N—_——

mantissa

czyli mantysa zawsze nalezy do przedziatu [%, 1).
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Metody numeryczne Bfedy numeryczne

Przyktad 3 Utworzy¢ hipotetyczny zbiér liczb zmiennoprzecinkowych,
ktére przechowuja informacje o 8 bitowych stowach (1 bit na znak, 3 na
ceche ze znakiem i pozostate 4 na mantyse).
Zakres cechy wynosi [—22%,2% — 1]. Zatem, najmniejsza warto$¢ dodatnia
to:
0100100=2"1.2"% =0.03125, a najwieksza warto$¢ dodatnia to
0111111=(2"1 + 272 4273) .23 = 7. Czyli, zakres rozwazanego systemu
to

—7<2<-0.03125 lubz =0 1ub 0.03125 < = < 7

Whiosek: W ogdlnosci mamy:

Crmi c
Mmin * 26min ‘-r| < Mmax * QEmax —

1 de—1 de—1
—.277 Ll < (1 —27dm) L 22 !
2
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Metody numeryczne

Bfedy numeryczne

Zbior liczb zmiennoprzecinkowych

Rzeczywiste

Zmiennoprzecinkowe

Zakres

Precyzja

Nieskonczony: istnieja dowolnie
duze i dowolnie mate liczby rze-
czywiste.

Nieskonczona: jest nieskonczenie
wiele liczb rzeczywistych pomie-
dzy dwoma dowolnymi I. rzeczy-
wistymi.

Skonczony: liczba bitdéw cechy
ogranicza amplitude liczb zmien-
noprzecinkowych.

Skonczona: istnieje skorniczona
liczba (czasami nawet réwna ze-
ro) liczb zmiennoprzecinkowych
pomiedzy dwoma dowolnymi |.
zmiennoprzecinkowymi.

Whiosek: Linia liczb zmiennoprzecinkowych jest podzbiorem linii liczb

rzeczywistych.
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Metody numeryczne Bfedy numeryczne

Linia liczb zmiennoprzecinkowych

denorm\alA
c
2|5
= (=
usable range 5 ] usable range
overflow T | 3 overflow
= =
| | | [T [N | | | >
‘ T T T T L T T ‘
+308 -308 -308 +308
-10 -10 10 10

Arytmetyka zmiennoprzecinkowa

Wyniki operacji arytmetycznych pomiedzy dwoma liczbami
zmiennoprzecinkowymi:
@ najczesciej nie moze by¢ reprezentowana przez inng wartosé
zmiennoprzecinkowsa,

@ ma ograniczony zakres i precyzje.
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Metody numeryczne Bfedy numeryczne

Bfedy zaokraglenia w obliczeniach (1)
Przyktad 4 Obliczy¢ r = 22 — y?, gdzie x = 4.005 oraz y = 4.004 z
4-cyfrowa precyzja.

Przez bezposrednie podstawienie mamy
r=x? —y* = 16.04(0025) — 16.03(2016) = 0.01
Prawdziwa warto$¢ r to 0.008009. Zatem btad wzgledny wynosi

~0.008009 — 0.01
el = T0.008009

-100% = —24.859%!!!

Z drugiej strony, stosujac znany wzér skréconego mnozenia
r=(x —y)(x+y) mamy:

r = (4.005 — 4.004)(4.004 + 4.005) = 0.001 - 8.009 = 0.008009
Wynik jest doktadny i btad wzgledny
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Metody numeryczne Bfedy numeryczne

Bfedy zaokraglenia w obliczeniach (2)

@ Ograniczona precyzja prowadzi do zaokraglen w pojedynczych
kalkulacjach

@ Efekty zaokraglen akumuluja sie powoli

@ Btedy zaokraglen sa nieuniknione, sposobem jest tworzenie lepszych
algorytméw

@ Odejmowanie niemal réwnych wartosci prowadzi do powaznych
strat precyzji
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Metody numeryczne Bfedy numeryczne

Btedy kasowania (1)

Dla dodawania: Btedy w

c=a+b and c=a-b

beda duze kiedy a < b lub a > b.

Przyktad 5 Rozwazmy c=a+b z
a=x.xxx...- 10 b=y.yyy...- 1078 oraz z = x + y < 10.

osiggalna precyzja

X . XXX XXXX XXXX XXXX
+ 0.000 0000 yyyy yyyy yyyy yyyy
= X.XXX XXXX ZZZZ ZZZZ YYYyYy JYVY
—_——

stracone cyfry

18

Instytut Sterowania i Systeméw Informatycznych
Uniwersytet Zielonogérski



Metody numeryczne Bfedy numeryczne

Bfedy kasowania (2)

Dla odejmowania: Btad w ¢ = a — b bedzie znaczny dla a =~ b.
Przyktad 6 Wyznaczy¢ ¢ = a — b w arytmetyce zmiennoprzecinkowej dla
a = X.XXXXXXXXXXxxxxx1 oraz b = x.xXxXXXXXXXXXXXX0.

osiagalna precyzja

X.XXX XXXX XXXX xxx1
— X.XXX XXXX xxxX xxx0
= 0.000 0000 0000 0001 uwuuu uuuu uuuu uuu

nieokreslone cyfry
= 1.uuu uuuu uuuu uuuu '10_15

Woynik posiada tylko jedna (!) cyfre znaczaca.
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Metody numeryczne

Bfedy kasowania (3)
Podsumowanie
@ wystepuja w dodawaniu: a + b kiedy @ > b lub a < b,
@ wystepuja w odejmowaniu: a — b kiedy a ~ b,

@ ogromne btedy w pojedynczych operacjach, a nie powolna
akumulacja,

@ czesto moga zosta¢ zminimalizowane przez algebraiczne
przeksztatcenie wrazliwej formuty.
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Metody numeryczne Bfedy numeryczne

Precyzja maszyny

Amplituda btedéw zaokraglania jest okreslona przez tzw. precyzje
maszyny &m, tzn.
1+6=1, Véi<en

Dla podwéjnej precyzji (64 bity) &, = 2.2204 - 10716

Wyznaczanie precyzji maszyny
Poréwnywanie liczb zmiennoprzec.
eps=1
do if x==y % btednie!!!
if (eps+l <= 1) exit
eps = eps/2 if abs(x-y) < eps
end do
eps=2%*eps
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Metody numeryczne Bfedy numeryczne

Btad obciecia

Rozwazmy rozwiniecie w szereg sin(x)

x> b

sin(m):x—g—i—a—
Dla matych z, tylko kilka wyrazéw szeregu jest potrzebnych do
doktadnego przyblizenia sin(x). Wyrazy wyzszego rzedu s3 obcinane
(ang. truncated)

ferue = foum -+ bfad obciecia

Rozmiar btedu obciecia zalezy od x oraz liczby wyrazéw wiaczonych w

fsum-
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Metody numeryczne Bfedy numeryczne

Szereg Taylora (1)

Dla odpowiednio ciagtej funkgcji f(z) okreslonej na przedziale x € [a, ]
defniniujemy wyraz n-tego rzedu szeregu Taylora P, (x) jako

d _ 2 d2
f(x):f(aco)Jr(xfxo)% B %dfqi B
(x — xo)™ d™f

gdzie istnieje warto$¢ £ spetniajaca xg < € < x taka, ze

(z — xo)"tt A f
(n+1)!  dart!

R, (z) =

e=¢
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Szereg Taylora(2)

Przyktad 7 Uzy¢ rozwiniecia w szereg Taylora n = 4 rzedu do przyblizenia
f(z) = cos(z) w punkcie 1 = 7/6 na podstawie wartosci f(x) i jej
pochodnych w zg = 0.

Przyblizenie 4-go rzedu

cos(m/6) 21— @ + % = 0.8660538

Wartoé¢ doktadna to v/3/2 = 0.8660254.
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Metody numeryczne

Szereg Taylora(3)

2 : : ‘
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