
" Planowanie doświadczeń f.8/1

Klasyfikacja planów doświadczeń

Rys. Klasyfikacja planów doświadczeń 
wg. Z. Polański: Planowanie doświadczeń w technice, PWN, Warszawa, 1984

PS/D Zdeterminowane

P Plany doświadczeń

PS Statyczne PD Dynamiczne

PS/DK Kompletne

PS/DS Selekcyjne

PS/DS-M Monoselekcyjne

PS/DS-P Poliselekcyjne

PS/R Randomizowane

PS/O Optymalizacyjne



" Planowanie doświadczeń f.8/2

Plany statyczne zdeterminowane PS/D

Plan zdeterminowane wykorzystywane są w badaniach, których celem jest wyznaczenie funkcji obiektu.

Wybór planu zależy od założonej ogólnej postaci tej funkcji. Podstawowym warunkiem, który powinien

spełniać plan jest:

gdzie n – liczba doświadczeń planu; p – liczba współczynników przyjętej funkcji obiektu.

Plany spełniające warunek: n = p nazywane są nasyconymi.

Jeżeli funkcja obiektu jest:

▪ wielomianem stopnia 1 

to każda z wielkości wejściowych powinna się pojawić w eksperymencie na co najmniej dwóch 

poziomach (stosowane są plany kompletne typu 2m i ułamkowe typu 2m–k),

▪ wielomianem stopnia 2

to każda z wielkości wejściowych powinna się pojawić w eksperymencie na co najmniej trzech 

poziomach (stosowane są plany kompletne typu 3m, plany ułamkowe typu 3m–k, plany wielopoziomowe).
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Plany PS/DK typu 2m

W planach PS/DK (statyczne, zdeterminowane, kompletne) typu 2m każda spośród m wielkości wejściowych

występuje na dwóch poziomach: górnym i dolny. W planach kompletnych doświadczenia realizowane są dla

wszystkich możliwych kombinacji wartości wielkości wejściowych, czyli całkowita liczba doświadczeń

planu PS/DK 2m zależy wyłącznie od liczby wielkości wejściowych (m) i wynosi:

Rys. Rozmieszczenie doświadczeń i ich plany dla a) m=2 b) m=3 wielkości wejściowych,

(+,– oznaczają odpowiednio górny i dolny poziom wielkości wejściowej).

Plany PS/DK 2m wykorzystywane są zwykle do wyznaczania parametrów funkcji uwzględniającej tylko tzw.

efekty główne wielkości wejściowych:

albo także interakcje drugiego rzędu tych wielkości:
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Przykład 1.*

Należy zbadać wpływ stężenia reagenta (czynnik A) i ilości katalizatora (czynnik B) na wydajność reakcji

chemicznej. Celem eksperymentu jest ustalenie, czy korekta któregokolwiek z czynników zwiększy

wydajność reakcji. Przyjęto dwa poziomy stężenia reagenta (15% i 25%) i dwie ilości katalizatora (1 i 2

funty). Doświadczenie zaplanowano wg planu 22 z 3 powtórkami dla każdej kombinacji czynników.

Doświadczenia przeprowadzono w losowej kolejności a uzyskane wyniki dla każdego z powtórzeń (I, II i III) 

zapisano w tablicy.

Plany PS/DK typu 2m

*Montgomery D. C., Design and Analysis of Experiments, Wiley, 2012

Lp. A B I II III Σ

1 – – 28 25 27 80

2 – + 18 19 23 60

3 + – 36 32 32 100

4 + + 31 30 29 90
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STATISTICA – przygotowanie arkusza z danymi (metoda I: plan kompletny)
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STATISTICA – przygotowanie arkusza z danymi (metoda I: plan kompletny)

w przykładzie 1. analizowane są 2 czynniki: A i B,

doświadczenia prowadzone są na 2 poziomach 
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STATISTICA – przygotowanie arkusza z danymi (metoda I: plan kompletny)

w przykładzie 1. zaplanowano po 3 powtórzenia dla każdej 

kombinacji czynników (tzn. doświadczenie i 2 powtórki),

wyniki doświadczeń zapisywane są w 1 zmiennej

przyjęto, że czynniki wejściowe są liczbowe (C – ciągłe),

poziomy czynnika A wynoszą 15 i 25%, poziomy B: 1 i 2 funty,

dla zwiększenia czytelności doświadczenia nie zostały ułożone w 

losowej kolejności



" Planowanie doświadczeń f.8/8

STATISTICA – przygotowanie arkusza z danymi (metoda II: plan dwuwartościowy)
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STATISTICA – przygotowanie arkusza z danymi (metoda II: plan dwuwartościowy)

ilość czynników wejściowych,

plany kompletne to plany opisane jako:  n/1/2n, 

gdzie: n to ilość czynników wejściowych

w przykładzie 1. badano wpływ 2 czynników
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STATISTICA – przygotowanie arkusza z danymi (metoda II: plan dwuwartościowy)

dla zwiększenia czytelności doświadczenia 

nie zostały ułożone w losowej kolejności

przyjęto, że czynniki wejściowe są liczbowe 

(C – ciągłe),

poziomy czynnika A wynoszą 15 i 25%, 

poziomy B: 1 i 2 funty,

dla każdej kombinacji czynników 

wykonywane jest doświadczenie i 2 powtórki
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STATISTICA – przygotowanie arkusza z danymi

metoda I* metoda II*

*górne arkusze to oryginalne arkusze danych przygotowane przez program, dolne arkusze zostały uzupełnione wynikami

przeprowadzonych w przykładzie 1. doświadczeń
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Przykład 1.cd. Na początek zbadano efekty czynników oraz ich interakcji. Średni efekt czynnika A na

poziomie B– i B+ wynosi:

średni efekt A wynosi więc:

Efekt A można też wyznaczyć licząc:

Efekt B i efekt interakcji wynoszą:

Wpływ czynnika A jest dodatni (wzrost stężenia reagenta przyczyni się do wzrostu wydajności reakcji), wpływ czynnika B jest

ujemny (mniejsza ilość katalizatora daje większą wydajność reakcji), wpływ interakcji czynników ma mniejsze znaczenie.
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STATISTICA – analiza eksperymentu (plan dwuwartościowy)
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STATISTICA – analiza eksperymentu (plan dwuwartościowy)
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STATISTICA – analiza eksperymentu (plan dwuwartościowy)



•



•

efekty

dopasowanie R2 ≈ 0,9

Wydajność reakcji zależy od stężenia

reagenta (A) i ilości katalizatora (B) ,

nie zależy od ich interakcji
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STATISTICA – analiza eksperymentu (plan dwuwartościowy)
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STATISTICA – analiza eksperymentu (plan dwuwartościowy)



•



•

po usunięciu interakcji 

dopasowanie R2 ≈ 0,88

funkcja regresji:

wydajność = 18,33 + 0,83 A – 5 B
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STATISTICA – analiza eksperymentu (plan dwuwartościowy)
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Rzeczywiste a normowane wielkości wejściowe

Wielkości wejściowe

W celu uniezależnienia się od interpretacji fizycznej poszczególnych wielkości wejściowych i zmniejszenia

błędów wynikających z obliczeń numerycznych, rzeczywiste wielkości wejściowe:

są normowane:

W celu unormowania zmiennej wyznacza się jej średnią wartość i jednostkę zmienności xi:

Przeliczanie pomiędzy wartościami rzeczywistymi a unormowanymi umożliwiają wzory:

,maxmin iii xxx 

, − it  – ramię gwiezdne.

,
i

ii
i

x

xx
t



−
=

,
minmax

2

ii
i

xx
x

+
=

.iiii xtxx +=

.
max



ii

i

xx
x

−
=

ix



" Planowanie doświadczeń f.8/20

Plany PS/DK typu 2m dla wielkości normowanych

Własności macierzy wejść

▪ symetria doświadczeń względem środka eksperymentu:

▪ ortogonalność (kolumny macierzy eksperymentu są ortogonalne):

▪ równość sum kwadratów we wszystkich kolumnach macierzy eksperymentu:
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" Planowanie doświadczeń f.8/21

Plany PS/DK typu 2mdla wielkości normowanych

▪ dla macierzy wejść spełniona jest zależność:

▪ wykorzystując powyższą zależność można znacznie uprościć sposób wyznaczania parametrów funkcji

aproksymującej:
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" Planowanie doświadczeń f.8/22

STATISTICA – analiza eksperymentu (plan dwuwartościowy, zmienne normowane)

zmienne wejściowe rzeczywiste i normowane
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STATISTICA – analiza eksperymentu (plan dwuwartościowy)



•

•

wyniki identyczne jak dla analizy dla 

rzeczywistych wartości wejściowych

(slajd 17.)



funkcja regresji:

wydajność = 27,5 + 4,17 a – 2,5 b



" Planowanie doświadczeń f.8/24

Przykład 1.cd.  Slajdy 17. i 23. przedstawiają wyniki analizy eksperymentu otrzymane dla rzeczywistych i 

normowanych wartości wejściowych – analiza wariancji dała w obydwu przypadkach identyczne wyniki, 

wyznaczone zostały 2 różne funkcje regresji. 

Dla wartości rzeczywistych wyznaczona została funkcja:

wydajność = 18,3333 + 0,8333 A – 5 B,

a dla wartości normowanych:

wydajność = 27,5 + 4,17 a – 2,5 b.

Biorąc po uwagę, że:

można łatwo pokazać, że otrzymane wyniki są równoważne. Wartości rzeczywiste można przeliczyć na 

normowane wykorzystując zależności:

wydajność = 18,3333 + 0,8333A – 5B = 18,3333 + 0,8333 (20+5a) – 5(1,5+0,5b) = 27,5 + 4,17a – 2,5b.

Rzeczywiste a normowane wielkości wejściowe
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" Planowanie doświadczeń f.8/25

Plany PS/DK typu 2m i 2m-k

Plany typu 2m – liczba doświadczeń

Liczba doświadczeń planów kompletnych 2m gwałtownie wzrasta wraz z liczbą wielkości wejściowych:

Plany ułamkowe

Jeśli liczba parametrów aproksymowanej funkcji jest mniejsza od 2m to zamiast planu kompletnego można

zastosować:

plan ułamkowy typu 2m-k ,

gdzie: k – liczba naturalna dobrana tak aby n = 2m-k doświadczeń pozwoliło na wyznaczenie parametrów

funkcji, jeśli:

▪ k = 1 – plan jest nazywany połówkowym,

▪ k = 2 – ćwiartkowym.

Plany eksperymentów ułamkowych tworzone są w taki sposób aby spełnione były warunki (slajd 20.):

symetrii (1), ortogonalności (2) i równości sum kwadratów (3).

m 2 3 4 5 6 7 ... 10 ... 30 ...

n 4 8 16 32 64 128 .. 1024 ... 1 073 741 824 ...



" Planowanie doświadczeń f.8/26

Plany PS/DS typu 2m-k

W celu ograniczenia liczby doświadczeń planu

kompletnego można przyjąć np. że wybrana

normowana zmienna wejściowa odpowiada

współdziałaniu innych zmiennych wejściowych.

Przykład 2. W przypadku funkcji aproksymującej:

można, dla wielkości normowanych założyć, że np.:

Powyższa zależność nazywana jest funkcją

generującą planu. Mnożąc obydwie strony równania

przez t3 można ją zapisać w postaci tzw. równania

charakterystycznego lub kontrastu:

Po zastosowaniu funkcji generującej, funkcję

obiektu można zapisać w postaci:

Pozwala to ograniczyć liczbę 8 doświadczeń planu

kompletnego (pierwotnie funkcja była zależna od 3

zmiennych, 23=8) do 4 (22).

Macierze planów:

▪ kompletnego 23,

▪ ułamkowego 23-1 dla funkcji generującej t1t2t3=1

▪ ułamkowego 23-1 dla funkcji generującej t1t2= –1

(plan nie spełnia warunku ortogonalności).

W macierzach planów ułamkowych wykreślone zostały

doświadczenia wyeliminowane po zastosowaniu funkcji

generującej.

.213 ttt =

.1321 =ttt

23 23

t1t2t3=1

23

t1t2= –1

Lp. t1 t2 t3 t1 t2 t3 t1 t2 t3

1 – – –

2 – – + – – +

3 – + – – + – – + –

4 – + + – + +

5 + – – + – – + – –

6 + – + + – +

7 + + –

8 + + + + + +
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" Planowanie doświadczeń f.8/27

Przykład 2.cd. Przyjęty plan połówkowy zmniejsza do 4 liczbę doświadczeń niezbędnych do wyznaczenia

parametrów funkcji:

Pierwotna funkcja dla 3 wielkości wejściowych zawierała również interakcje tych wielkości:

Z macierzy planu wynika, że poszukiwane parametry stanowią łączne oszacowanie parametrów

pierwotnej funkcji:

Plany PS/DS typu 2m-k
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Lp. t0 t1 t2 t3 t1t2 t1t3 t2t3 t1t2t3

1 + – – + + – – +

2 + – + – – + – +

3 + + – – – – + +

4 + + + + + + + +

kolumny liniowo

zależne

Zależności te opisują strukturę uwikłania interakcji w 

przyjętym planie ułamkowym. Plan eksperymentu ma 

rozdzielczość III.

Można zauważyć, że: kontrast jest to oddziaływanie, które 

jest uwikłane ze składową stałą.

b̂
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Plany PS/DS typu 2m-k

Rozdzielczość planu

Plan ma rozdzielczość R, jeśli żadna l-czynnikowa interakcja nie jest uwikłana z żadną interakcją rzędu

niższego niż R – l.

W planach o rozdzielczości:

▪ III – efekty główne nie są uwikłane z innymi efektami głównymi ale są uwikłane z interakcjami

dwuczynnikowymi,

▪ IV – efekty główne nie są uwikłane z innymi efektami głównymi i nie są uwikłane z interakcjami

dwuczynnikowymi ale interakcje dwuczynnikowe są uwikłane między sobą,

▪ V – efekty główne i interakcje dwuczynnikowe nie są uwikłane z innymi efektami głównymi i z

interakcjami dwuczynnikowymi ale interakcje dwuczynnikowe są uwikłane z interakcjami

trójczynnikowymi.

Uwaga!

Maksymalizacja rozdzielczości planu związana jest z poszukiwaniem planów o maksymalnym nieuwikłaniu. Plany o wysokich

rozdzielczościach otrzymuje się wykorzystując interakcje najwyższych rzędów w charakterze funkcji generujących. Dwa

plany o tej samej rozdzielczości mogą się różnić liczbą uwikłanych interakcji niższych rzędów, stąd dobór funkcji

generujących powinien zapewniać nie tylko maksymalizację rozdzielczości ale również maksymalizację nieuwikłania.
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STATISTICA – plan ułamkowe



•

•





•

•

plan o rozdzielczości III

funkcja generująca:

t3=t1t2

efekty główne 

uwikłane z 

interakcjami 

dwuczynnikowymi
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Przykład 2.*

W eksperymencie badano proces powlekania z użyciem

powlekacza obrotowego. Z fizycznej analizy procesu

wynika, że na jego przebieg wpływ ma powodująca

przepływ siła odśrodkowa, siły przylegania, napięcie

powierzchniowe, a także proporcja substancji

powlekającej i rozpuszczalnika. W eksperymencie

zbadano wpływ 6 czynników:

A. prędkość wirowania (ang. spin speed),

B. przyspieszenie (ang. acceleration),

C. ilość substancji powlekającej (ang. volume of

resist applied),

D. czas wirowania (ang. spin time),

E. lepkość substancji (ang. resist viscosity),

F. (ang. exhaust rate).

Doświadczenia przeprowadzono wg planu ułamkowego 

26-2 o rozdzielczości IV.

Plany PS/DK typu 2m-k

*Montgomery D. C., Design and Analysis of Experiments, Wiley, 2012

Spin coater produkcji Laurell Technologies,

używany do nanoszenia warstw światłoczułych

na powierzchni płytek krzemowych

Źródło: HP Labs by Alison Chaiken.

https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/a/ad/Spinner.jpg
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STATISTICA – plan ułamkowe
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STATISTICA – plan ułamkowe
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STATISTICA – plan ułamkowe



" Planowanie doświadczeń f.8/34

STATISTICA – plan ułamkowe

Efekty nadmiarowe, te efekty są liniową kombinacją innych efektów i nie mogą być oszacowane



•

•
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STATISTICA – plan ułamkowe

Istotne efekty i interakcje:

A, B, C, E, AB

interakcja AB jest 

uwikłana z CE

•

•
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STATISTICA – plan ułamkowe

W celu rozdzielenia uwikłania interakcji AB i CE zastosowano

składanie planu eksperymentu:

pierwotny plan został zdublowany z jednoczesną modyfikacją

poziomu czynnika A na przeciwny,

po przeprowadzeniu 16 nowych doświadczeń ponownie

przeprowadzono analizę wyników eksperymentu



" Planowanie doświadczeń f.8/37

STATISTICA – plan ułamkowe

Efekty nadmiarowe, te efekty są liniową kombinacją innych efektów i nie mogą być oszacowane



•

•







" Planowanie doświadczeń f.8/38

STATISTICA – plan ułamkowe

Istotne efekty i interakcje:

A, B, C, E, CE

interakcja AB na granicy istotności

interakcje CE i AB nie są uwikłane

•

•




